MATEMATIKA IR REALYBE

Prie kiekvieno rimto klausimo yra du priéjimai : filosofinis ir
Zurnalistinis. Filosofas stengiasi suvesti klausimy sidlus j sinteze —
atsakyti kodél. Zurnalistas patenkintas, jei jis gali iskelti klausimus,
jei jis pajégia nubrézti jvykiy eigg — atsakyti j klausimag Kkaip.
Mano praneSimas bus Zzurnalistinis, ne filosofinis. AtsipraSydamas
tegaliu tik tuo teisintis, kad Si klausimg bdsiu priverstas studijuot
visg gyvenima, tad gal baty neiSmintinga rasti galutines iSvadas.

Prie§ imdami mikroskopg, paZzvelkime j tema keliais piOviais.
Tie pidviai baty Sie klausimai, kurie, kaip paralelés ant Zemélapio,
nurodyty masy temos vieta. DaZznai girdimas klausimas : Kag naujo
iS viso galima atrasti matematikoj ? Re€iau girdimi, bet gilesni
Ar matematika galima laikyti gamtos mokslu ? Kg matematika
gali pasakyti apie tikrove ? Ka gamta gali pasakyti apie matema-
tikg ?

] matematikos rySi su tikrove Zvelgsime pirmiausia istoriko
Zvilgsniu, stengdamiesi suprasti dabartines pazitras iS jy istorines
kilmeés. 1S arCiau pasiziarésime j vieng modernig matematikos apy-
braizg : matematika, kaip formaliy sistemy studijg. Po to gal jau-
simés dragsesni paziaréti j matematikos rySj su realybe. Pagaliau
bandysime riSti pazitras j matematika su sociologija.

Istorinis Zvilgsnis. — Matematikos vaikysté ne taip jau var-
ginga : Egipte taisykles Zemés matavimui zinojo tik kunigy luomas.
Babilonijoj Zzemés matavimg atlikingjo vergai, bet uZz savo slapta
mokslg jie turéjo bati gilioj pagarboj laikomi. Matematika, kaip
mokslas, pradedama graiky : Euklido geometrijos aksiomatizacija ir
dabar kelia nuostabg. Kartu su logine kristalizacija matematika
graikuose gauna ir prieSingg, esoterikos-misticizmo atspalvj : tik
prisiminkime Pitagorg ir skai¢iy harmonijas.

Naujieji amziai pasizymi vis didesne realybés matematizacija.
Si raida, prasidéjusi su Galiléjy, kuris jsitikina, kad Zemés kanai
juda pagal matematinius désnius, ir Kepleriu, kuris planety jude-
siuose mato pasaulyje apsireiSkiantia matematine harmonija, tiesiasi
raudonu sidlu iki pat masy dieny. René Descartes grindZia net ir
filosofijg tiesomis, kurios baty tokios pat aiskios, kaip ir geome-
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trijos aksiomos. Spinoza etikg pristato aksiomy ir teoremy pavidalu.
Newtono mechanika uzkariauja fizikg.

Nuo Newtono jau sunku atskirti, kur baigiasi matematika ir
kur prasideda fizika. Pati matematika lyg suvedama j mechanika :
prisiminkime tik didZiuosius vardus : Bernouilli, Lagrange, Laplace,
Euler, Jacobi, Gauss.

Keista, bet matematikos iSsilaisvinimas nuo fizikos ir fizikos
pagrindy sukrétimai branduolio teorijoje ateina beveik kartu. Su
didZiuoju vokieCiy matematiku David Hilbert rimtoji matematika
pasidaro abstrakcioji matematika. Gi jei Hilberto asmenyje abstrak-
Cioji matematika randa pranaSa, tai Bourbaki asmenyje randa pran-
cuziSkos elegancijos apastalg.

Siy dieny abstrakgioji — grynoji — matematika sprendzia kla-
sikinius uzdavinius naujais, elegantiSkais metodais. Naujoji mate-
matika yra «maZziau apskaiCiavimo, daugiau savoky» nusistatymo
matematika. Naujyjy metody pagrinde yra « formalios sistemos
sgvoka. Prie jos ir stabtelkim, nes palig matematikg apibrésim, kaip
mokslg apie formalias sistemas.

Matematika kaip mokslas apie formalias sistemas. — Formalios
sistemos apybraiZza, kuriag mes naudosime, yra jkvépta Haskell B.
Curry knygos A Formalist Philosophy of Mathematics, North Hol-
land Publishing Co., Amsterdam, 1951. Susidomeéjusi klausytojg
siun€iame susirasti knyga : joje daugiau detaliy, daug pavyzdziu.

Formali sistema susideda i$ trijy dalyky : simboliy, pagrindiniy
formuliy arba aksiomy ir taisykliy, kurios pasakyty, kaip sudaryti
priimtinas formules. Paimkime kiekvieng i$ Siy dalyky atskirai.
Kad baty lengviau muasy argumentus sekti, kartu pristatysim ir
formalios sistemos pavyzdi. Sioji sistema yra labai paplitusi mo-
derniojoj algebroj — tai grupés sgvoka.

Pirmasis indelis j formalios sistemos receptg yra simboliai. Pa-
togumo déliai atskiriame dviejy rasSiy simbolius : objektus ir jung-
tukus (arba operacijas). Masy statomai grupés sistemai mes naudo-
sime objektams mazgsias raides : a, b, c, d, ..., X, y, z. Jungtuka ture-
sime tik vieng : jam naudosime Zvaigzdutés * simbolj. Salia 3iy
simboliy pasiliekame teise naudoti standartinius loginius simbolius,
pavyzdziui, lygybés Zenklg =, skliaustelius ().

Antroju indéliu j formalios sistemos receptg eina rinkinys pa-
grindiniy formuliy, arba aksiomy. Siuo atveju turésime tik tris ak-
siomas. Jas iSreikSime, naudodami lygybés Zenklg. Aksiomas supras-
kime Sitaip : kairéje puseje esanti formulé yra masy sistemoje lai-
koma lygi deSinéje lygybés Zenklo stovinfiai formulei. Pavadinkime
masy sistema G (nuo grupé). Stai tos aksiomos :
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Aksioma 1. Jei a, b, c, yra trys objektai i$ G, tai
(a*b)y*c=a*(b*c).
Aksioma 2. G turi bent vieng objektg e su Sia savybe: jei
a yra objektas is G, tai
e*a=a.
Aksioma 3. Jei a yra objektas i$ G, tai kur nors tarp G
objekty yra bent vienas x su Sia savybe:
Xx*a=e.

TreCiasis jnaSas j formalios sistemos receptg yra taisyklés. Masy
sistemai turésime dvi grupes taisykliy. Vieng grupe taisykliy sudarys
tos, kurios lies paCig G. Antrg grupe taisykliy sudarys priimtos logi-
nés argumentacijos taisyklés : jy Cia neminésime, — jas taip pat
galima formalizuoti, — tg jau yra padarius simboliné logika. Grjz-
tam prie pirmosios grupés taisykliy: Sios taisyklés mums turés pasa-
kyti, kurios formulés yra taisyklingai padarytos. Cia mes laikysimeés
tradicijos : pavyzdziui, (a * b) * (¢ * d) skaitysim gerai padaryta for-
mule, gi * * (* a * b) skaitysim musy reikalams bereikSme. Preci-
ziSkai kalbant, mes tai galime iSreiksti taip:

Receptas geroms formuléms gaminti:

1. Jei a priklauso G, tai a yra gera formule,
2. Jei P ir Q yra geros formulés, tai (P) * (Q) yra gera for-
mulé.

Mes skaitysime tik tas formules geromis, kurios padarytos pagal
§j recepta. Pavyzdziui, visos formulés, kurios randasi aksiomose yra
geros formuleés.

Esame, Stai, suklre formalig sistemg. Atsikvépimui galime su-
traukti tai, kg mes esame sake apie formalias sistemas, padarydami
palyginimg su kalba. Kiekviena formali sistema susideda i$ trijy
daliu: simboliy (kaip kalba i$ Zodziu), pagrindiniy formuliy — ak-
siomy (kalboje sinonimai, iSsireiSkimai) ir taisykliy geroms formu-
léms sudaryti (kalboje — sintaksé).

Toks formalinés sistemos pristatymas paduoda tik jos griaucius.
Matematikas zitri j aksiomas ir bando surasti, kokias iSdavas jos
savyje slepia. Pazvelkime j masy grupe G. Aksioma 2 sako, kad yra
elementas e, kuriuo « daugyba » IS kairés yra lyg dauginimas i$ vie-
neto (del to e ir vadinama kairés vienetas). Klausimas : ar gali bati
du skirtingi kairés vienetai ? Ar yra deSinés vienety ? Kokie rySiai
tarp kairés ir deSinés vienety ?

Po ilgesnio stebéjimo matematikas prieity iSvados, kad téra
vieny vienas vienetas masy grupéj G; daugiau — jis yra ir kaires,
ir deinés vienetas. Stai jo teigimy jrodymas : Pirmiausia pastebé-
kime, kad masy sistemoj G yra jmanoma « dalyba » :
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Lemma 1. Jei a, b, ¢ yra simboliai i$ G, ir jei a * b = a * c,
taib=c.

Jrodymas labai paprastas. Aksioma 3 sako, kad yra objektas
X, kuris turisavybe x * a=e. Tadax * (a*b)=(x *a) * b =
— e * b = b, kur mes naudojom paeiliui Aksiomas 1 ir 2. Taipogi
X * (a * ¢) = c, bet mes prileidom kad a * b = a * c, todél x *
(a*b) =x *(a*c), kasrodob =c.

Lemma 2. Jeiayrais G, taia*e=a.

Su Siuo rezultatu mes atsakom vieng klausimg — c¢ia matom,
kad kairys vienetas yra taip pat ir deSinys vienetas. Jrodymas yra
labai paprastas. Kadangi turime Lemma 1, mums uZtenka jrodyti,
jei mums tai patogu, sekantj faktg: paimkime y iS G ir jrodykim,
kad y * (a * ) = y * a. Tvarkoj, leiskim y = x, tam objektui (jei
yra keli, paimkim vieng), kuriam x * a = e. Mes Zinom, kad
e * e = e (kodél ?), todél (x * a) * e = x * a, bei tai reiSkia tg pat
(kodél ?) kaip x * (a * ) = x * a. IS Lemma 1 suzinome, kad i$
tosekaa*e=a.

Lemma 3. Jei e ir f abu yra kairés vienetai iS G, tai tada e = f.

Jrodymas dabar juokingai lengvas. Ziarékime j f. Jis yra kairés
vienetas, todéel Lemma 2 sako, kad jis yra taip pat ir deSinés vie-
netas. Todél e * f = e. Bet e yra kairés vienetas, todél e * f = f.
Todél e =f, kas ir reikéjo jrodyti.

Kyla klausimas: i§ kur iStraukta pati grupés savoka ? Ar tai
tik Zaislas, ar ji kokiu nors Kkitu badu svarbi ? Atsakymas labai
paprastas : grupés sgvoka brendo arti Simto mety. PrieS atsirandant
abstrakciai grupei, buvo privise « konkre¢iy » grupiy : geometriniy
fighry simetrijy grupiy (Stai lygiaSonio trikampio simetrijy grupé
turi SeSis elementus), permutacijy grupiy, vektorialiniy erdviy trans-
formacijy grupiy. Kiekvienai Siai grupiy giminei buvo sugalvoti
atskiri savybiy jrodymai — taciau, atsiradus abstrakCios grupés
sgvokai, buvo pastebéta, kad visus tuos jrodymus galima atlikti iS
karto — uztenka tik pastebéti, kad jie galioja abstrakCios grupés
G sistemoj.

Matematika ir yra mokslas apie formalias sistemas. Formaliniy
sistemy «tiesa » nieko bendro su realybe neturi — ta prasme mate-
matikos studijos apie realybe nieko nepasako. Matematikos teore-
mos yra nuo realybés nepriklausomos. Tokiu bidu matematika néra
gamtos mokslas.

TaCiau mes uzmirSome, kad matematikg kuria zmoneés. Kaip
matysime, €ia ir randasi matematikos rySys su realybe.

Ry38ys su tikrove. — Jei matéme, kad matematikos turinj galéty
studijuoti ir Marso gyventojai, jei sutinkame, kad matematikos teo-
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remos nepriklauso nuo to, ar Zzemé apvali, ar ploksCia, vis tiek tu-
rime pripazinti, kad pirmajj aksting matematikai duoda gamtiné

tikrové. Paimkime natdralaus skaiciaus : 1, 2, 3, .... savokg — kiek
daug laiko ir jtampos iS Zmogaus pareikalavo tos sgvokos iSkélimas.
Pirmasis Zingsnis buvo sunkiausias — tolimesnés abstrakcijos

lengvai eina. Kiek tas svarbus buvo Zingsnis, rodo vokie€io
matematiko Kronecker pasakymas: «Dievas sukdré natdra-
lius skaiCius; Zmogus atliko visa Kkita». Paimkime vektoria-
linius dydZius : nuo savokos, kuri buvo sukirpta mechanikai, dabar
esame pateke | auksStai iSvystytas begaliniy matavimy erdviy
teorijas.

Kaip matéme istorinéje apzvalgoje, matematikai naujaisiais am-
Ziais buvo vaisingas ry3ys su gamtos mokslais, ypa¢ fizika. Galiléjo
mintis apraSyti fenomenus matematiném formulém fizikg privedé
prie dideliy laiméjimy. Kaip teorijoj pritaikoma matematika ? Stai
fizikas turi duomenis, kurie lieCia kokj tai nors gamtos fenomena.
Jis bando juos kuo tiksliau aprasSyti matematiném formulém — jis
renkasi tg matematine teorija, kurios iSvados turés geriausig sa-
skambj su jo gautais faktais. Fizikas néra jsipareigojes naudoti kurig
nors matematine sistemg — Stai klasikinei mechanikai tiko Euklidiné
geometrija; relatyvistinei mechanikai geriau tinka Lorentzo geome-
trija.

Deja, Sis kelias ne vien rozémis grjstas. Kalbédami apie mate-
matika, daznai sutapatiname savo dieny matematikg su visu poten-
cialiu matematikos mokslu. IS tikryjy Zinome tik maZza maZa da-
lele dalyky apie paCias paprasCiausias formalias sistemas. Mes ir
Siomis dienomis teturime tik maZa dalele ty jrankiy, kuriuos turé-
tume turéti, kad galétume liesti gamtine tikrove, netempdami jos
i Prokrusto lovg. Matematiniai metodai — aStras akiniai; bet ir
tobuliausi stiklai yra linke vaizdg iSkreipti. Todél matematika ir
gamtos mokslai yra skirti gyventi nuolatingj jtampoj: matematika
dél to, kad iS5 konkreCiy pritaikymy kyla problemos, kurios gimdo
formalines idéjas; fizika dél to, kad bent Siom dienom néra kito
jrankio, kaip matematika; net ir sugalvojus naujg sgvokine sistema,
jei tik ji turéty logine struktdrg (gi Kitaip — chaosas), matematika
Ciupty ja studijuoti ir daryti abstrakcijas. Su liddesiu turime pri-
pazinti kartu su Bergsonu, kad geometrinés sgavokos uzdeda akinius
ne tik filosofijai, bet ir fizikai.

PazZiGros j matematika ir sociologija. — Jdomu j §j rySj su gam-
tos mokslais ziareéti i§ sociologinés pusés. Jau pirmu Zvilgsniu ma-
tome tam tikrus ciklus nuomonése apie matematikos nepriklauso-
mybe nuo realybés.
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Stai Egipto stadijoje matematika buvo savarankiska magikos

dalis — pritaikymai realybei buvo lyg palenkimas aukSto prado
tarnauti Zemesniam.

Babilone — prieSingai. Matematika — amatas, be teoretinio
pagrindo, be savarankisko pasiteisinimo.

Graikijoj — geéris savyje. Su Platonu matematika pakyla j

aukstesne, idéjine realybe. Matematika gamtoje jsiklnija netobulai,
nes gamtinis pasaulis — tik netobulas Seséliy pasaulis.

Roménai — praktikai: matematika tik grady maiSams, mokes-
Ciams skaiciuoti.

Renesansas — matematika kaip menas. Nenuostabu, kad Leo-
nardo da Vinci neuzmirso ir matematikos.

AStuonioliktasis Simtmetis — matematikos vos nepraryja me-
chanika. Matematika darosi fizikos dalis.

Devynioliktasis — dvideSimtojo pirmoji pusé: iSbujoja abstrak-

Cioji matematika, ne-euklidinés geometrijos, naujoji algebra.

IS Siy istoriniy vinjeCiy matoma koreliacija tarp liuksuso ir
matematinés nepriklausomybés nuo fizikos ? Ar tai tik atsitiktinu-
mas ? Drjstame teigti, kad ne, o savo teigima kaip tik ir remsime
matematikos ir realybés santykiy analize.

Anot anglo matematiko ir filosofo Alfred North Whitehead,
mokslas pergyvena idéjinio entuziazmo ir kruopStaus, bet sauso
darbo ciklus. Didelé idéja mokslo sritj uzdega, jos liepsna Sildo ke-
lias tos srities darbininky generacijas, gi su metais jos Siluma iSsi-
semia. Norétume matyti matematikos « vergijos » laikotarpiuose tuos
idéjinio brendimo perijodus: artimas rySys su gamtos mokslu, nuo-
latinis galvojimas apie fizines problemas, kurios reikalauja naujy
metody jy sprendimui — ugdo naujas savokas, kurios jstengia uz-
degti matematikg tam Simtmeciui. Gi uZsidegimas yra riSamas ir
su egotizmu : nepabrézus nepriklausomybés ir darbas ne toks ma-
lonus.

RySys su liuksusu ? Matematika yra liuksusas. Duoti Zmones,
kurie galéty studijuoti formalines abstrakcijas, tegali tik labai tur-
tinga ir savimi pasitikinti visuomené. Pripratusig prie liuksuso visuo-
mene nesutrenkia nei matematiky pasigyrimas, kad matematika yra
ne mokslas, o tik zaidimas. Nenuostabu, o tafiau keista — juk tai
yra pati teisybé.

Aradnas Liulevicius

Chicaga, J. A. V.



